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2 Laboratoire de Mathématiques Appliquées du Havre,25 rue Philippe Lebon, BP 540, 76058 Le Havre edexserigne.gueye�univ-lehavre.frRésumé En 1997, Chvátal [4℄ publie une nouvelle méthode, appeléeresolution searh, pour résoudre les programmes linéaires en variablesbinaires. Elle se distingue des méthodes usuelles de reherhe arbores-ente par séparation et évaluation, par une exploration partiulière del'espae de reherhe et par la mémorisation des portions éliminées aufur et à mesure de ette exploration. En e sens, elle est analogue auxméthodes de nogood reording en programmation par ontraintes, et pluspartiulièrement au dynami baktraking.Dans le but de proposer une alternative originale aux nombreuses proé-dures de résolution exate développées pour le RCPSP, nous herhonsà appliquer resolution searh à e problème d'ordonnanement. Noustestons ii une version basique de resolution searh sur une modélisa-tion linéaire en variables binaires ourante du RCPSP. A�n d'établir unestrite omparaison des performanes, nous appliquons à ette même for-mulation une proédure d'énumération impliite, d'implémentation équi-valente, non moins basique.Mots-Clefs. RCPSP ; Resolution searh ; Baktraking intelligent.1 IntrodutionResolution searh est une proédure originale pour la résolution exate deprogrammes linéaires en variables binaires, proposée par Chvàtal [4℄. Cette al-ternative aux méthodes d'énumération impliite repose sur l'exploration partiu-lière de l'arbre de reherhe, qui, à l'inverse des proédures usuelles de séparationet évaluation, peut être vue omme allant des feuilles à la raine de l'arbre. Ils'agit en e�et, de reherher, le plus haut dans l'arbre, des noeuds à éliminersahant qu'ils ne onduisent pas à de meilleures solutions. Ces noeuds éliminéssont alors stokés intelligemment, de sorte que la reherhe s'e�etue en dehorsde leurs sous-arboresenes.À notre onnaissane, l'emploi de ette proédure n'a donné lieu, à e jour, àauune autre publiation. Pour tester son e�aité et proposer une alternative



2 Demassey, Gueye, Mihelon et Artiguesaux méthodes ouramment employées, nous appliquons resolution searh au pro-blème d'ordonnanement à ontraintes de ressoure (RCPSP), un des problèmesd'ordonnanement les plus généraux, et les plus étudiés, de la littérature.Le RCPSP onsiste à ordonnaner des ativités liées par des ontraintesde préédene, et qui entrent en onurrene dans l'utilisation de ressouresdisponibles en quantité limitée. Plus préisément, étant donnés :� A1, . . . , An ativités, de durées respetives p1, . . . , pn, et un graphe ay-lique (A, E) des ontraintes de préédene entre es ativités,� R1, . . . , Rm ressoures de apaités limités c1, . . . , cm, haque ativité Ainéessitant durant son exéution une quantité onstante rik de haqueressoure Rk,Il s'agit d'attribuer des dates de début (S1, . . . , Sn) aux ativités, en respetantà la fois les ontraintes de préédene (Aj ne peut démarrer avant que Ai soitterminée : Sj − Si ≥ pi, si (i, j) ∈ E) et les ontraintes de ressoures (à touttemps t et pour haque ressoure Rk, la somme des quantités de Rk utilisées parles ativités en ours au temps t ne peut exéder la disponibilité de la ressoure
Rk : ∑

i|Si≤t<Si+pi
rik ≤ ck ). Pour en failiter l'ériture, il est d'usage d'ajouterdeux ativités �tives, de durées et de onsommations nulles : A0 préédanttoutes les ativités du projet et An+1 leur suédant. L'objetif le plus naturelet auquel on s'attahe ii, est la minimisation de la durée totale d'exéutiondu projet, autrement dit, en posant S0 = 0, la date de �n (et de début) de ladernière tâhe Sn+1.La seule variante déisionnelle du RCPSP est NP-di�ile, ainsi, le RCPSP afait l'objet de nombreux travaux et l'essentiel des méthodes exates développéespour e problème sont de type PSE (proédure par séparation et évaluation)omme, par exemple, [3,5,1,8℄. [6,2℄ fournissent un état de l'art sur le RCPSP.Dans un premier temps, nous nous proposons de montrer l'e�aité de re-solution searh par rapport à une PSE basique pour résoudre le RCPSP entant que programme linéaire en variables binaires. Nous herherons par la suiteà intégrer dans Resolution Searh des shémas de branhement spéi�ques auRCPSP.Le papier est organisé omme suit : La setion 2 dérit rapidement la for-mulation linéaire en variables binaires du RCPSP pour laquelle nous avons im-plémenté resolution searh. La setion 3 présente plus en détail l'algorithme deresolution searh. Les résultats expérimentaux préliminaires sont donnés à la se-tion 4. En�n, des pistes pour l'intégration à resolution searh de branhementsspéi�ques au RCPSP sont proposées en onlusion, setion 5.2 Modèle linéaire 0-1 pour le RCPSPLa formulation linéaire du RCPSP la plus usuelle est elle introduite parPritsker et al. [9℄. Étant donnée une évaluation par exès T de la valeur op-timale du problème, ette formulation est basée sur des variables binaires xit,

i ∈ {0, . . . , n + 1} et t ∈ {0, . . . , T}, dé�nies par : xit est égale à 1 si l'ativité
Ai ommene à l'instant t (Si = t), égale à 0 sinon. Il est possible de réduire



Appliation de Resolution Searh au RCPSP 3onsidérablement le nombre de variables en alulant au préalable, pour haqueativité Ai, la fenêtre de temps [ESi, LSi], durant laquelle Ai doit néessaire-ment ommener, par simple alul des plus longs hemins dans le graphe depréédene, de 0 à i et de i à n + 1. Ainsi, les variables xit ne sont plus dé�niesque pour des dates t omprises dans et intervalle, et le programme linéaire dePritsker peut s'érire omme suit :
min

∑

t=ESn+1,...,LSn+1

ty(n+1)tsujet à :
LSj∑

t=ESj

yjt = 1 ∀ j ∈ {0, . . . , n + 1} (1)
LSj∑

t=ESj

tyjt −

LSi∑

t=ESi

tyit ≥ pi ∀ (i, j) ∈ E (2)
n∑

j=1

rjk

min{t,LSj}∑

τ=min{t−pj+1,ESj}

yjτ ≤ Rk ∀ k ∈ R, ∀ t ∈ {0, . . . , T} (3)
yjt ∈ {0, 1} ∀ j ∈ {0, . . . , n + 1}, ∀ t ∈ {ESj , . . . , LSj} (4)3 Resolution searhComme il est évoqué dans l'introdution, resolution searh se distingue desméthodes d'énumération impliite par sa façon de parourir l'arbre de reherhe :partant de noeuds terminaux de l'arbre pour en atteindre la raine. Ce ompor-tement est lié au fait que, omme les proédures de baktraking intelligent enprogrammation par ontraintes, resolution searh reherhe la ause de l'éhed'un branhement, autrement dit, les déisions prises qui sont seules responsablesde l'infaisabilité (violation des ontraintes ou de la borne).Tout d'abord, la proédure peut ommener de n'importe quel noeud de l'es-pae de reherhe. Branhements et évaluations suessives sont alors e�etués,tels qu'habituellement, en desente, dans une énumération impliite. Dans lebut de réduire la taille de l'espae de reherhe, dès qu'un noeud terminal estatteint, 'est à dire, un noeud dont la sous-arboresene ne peut ontenir desolution meilleure que la meilleure solution ourante, on lui reherhe un noeudasendant qui soit aussi terminal. Pour ela, on teste une à une dans l'ordreinverse, les déisions qui ont été prises lors de la desente, puis, les déisions déjàprésentes dans le noeud initial. On ommene par supprimer l'avant-dernièredéision. Si les évaluations, par défaut et par exès, indiquent que le noeud n'estpas terminal, la déision est rétablie. On reommene ave la déision préé-dente, et ainsi de suite pour toutes les déisions. On notera au passage, que laremontée ne se fait pas le long de la branhe de desente : ertaines déisionssont supprimées, d'autres (en partiulier la plus réente) non. Ainsi, l'espae de



4 Demassey, Gueye, Mihelon et Artiguesreherhe de resolution searh se présente davantage omme un graphe plut�tque omme un arbre. À la �n du proessus de baktrak, le dernier noeud trouvé,est stoké dans une famille F de noeuds terminaux et la proédure reprend dansun autre seteur de l'espae de reherhe. Dès que la raine de l'� arbre � devientun noeud terminal, le problème est résolu, étant prouvé que la meilleure solutionourante est optimale. L'idée naïve de onserver tous les noeuds terminaux ren-ontrés peut être, bien sûr, tehniquement impossible. De plus, il serait di�ilealors de s'assurer qu'à tout moment, la reherhe ne reoupe pas des noeudspréalablement éliminés.Le oeur de resolution searh réside véritablement dans la façon dont est géréela famille F de noeuds éliminés et la manière dont est onstruit le nouveau noeudd'où va partir la reherhe à la suite de l'ajout d'un nouveau noeud terminal à
F . Shématiquement, si deux noeuds u0 et u1 appartiennent à F , et si u0 et
u1 sont les (deux seuls) �ls d'un même noeud u, alors u est néessairement unnoeud terminal et il est plus intéressant de ne onserver dans F que le seulnoeud u, plut�t qu'à la fois, u0 et u1. En logique propositionnelle, u est appeléela résolvante de u0 et u1, et e prinipe de dédution est appelé prinipe derésolution. Par la suite, si les deux �ls de la raine de l'arbre sont dans F , alorsla raine est elle-même un noeud terminal et don, il est prouvé que la meilleuresolution ourante est optimale. En�n, un noeud uF est assoié à F de sorteque, pour haque noeud uk de F , il existe un branhement (par exemple sur unevariable binaire xk, xk = 0) dont est issu u, et tel que uF est issu du branhementopposé (xk = 1). De plus, la variable xk est libre dans tous les autres noeudsde F . uF appartient don à l'espae de reherhe non enore éliminé et 'est àpartir de e noeud là que la proédure est itérée. Ainsi, à l'itération suivante, onest assuré de ne jamais roiser les sous-arboresenes des noeuds de F , que esoit en desente (xk = 1) ou lors de la remontée (xk = 1 ou xk non �xée).En pratique, la gestion de la famille F est plus ompliquée, de manière àlui onserver une struture partiulière path-like. Un noeud est, soit simplementajouté à F , soit utilisé pour réduire F au as où la sous-arboresene du noeudouvre en partie elle d'un noeud de F . Il se peut alors que la portion de l'es-pae de reherhe éliminée par la famille F ainsi mise à jour ne reouvre pasentièrement elle éliminée auparavant. Cependant, elle est plus étendue et laonvergene de l'algorithme est assurée. On se référera à [4℄ pour les preuves deonvergene et la maintenane de la struture de la famille F .Pour illustrer e prinipe, on déroule maintenant l'algorithme sur l'exempleformel simple d'un problème de minimisation à 4 variables binaires x1, x2, x3, x4,en branhant sur les variables dans et ordre, d'abord sur la valeur 0, puis sur 1.On représente un noeud du graphe de reherhe par un veteur (x1, x2, x3, x4).Par exemple, (∗, 1, ∗, ∗) orrespond à la déision x2 = 1, les autres variablesn'étant pas instaniées. On suppose onnaître une borne supérieure égale à 1 etune borne inférieure égale à 1 si x2 et x4 sont toutes deux instaniées (à 0 ou1), et 0 sinon. La valeur optimale est don néessairement 1.On démarre la reherhe à partir du noeud (1, 0, ∗, ∗). La borne inférieureétant 0, on branhe sur (1, 0, 0, ∗) puis sur (1, 0, 0, 0). La solution n'étant pas



Appliation de Resolution Searh au RCPSP 5meilleure, on remonte en dé�xant progressivement à partir de l'avant-dernièredéision prise (1, 0, ∗, 0). La borne étant enore à 1, ela signi�e que x3 n'in-tervient pas dans la ause de l'éhe. Au ontraire, en dé�xant x2, le noeud
(1, ∗, ∗, 0) n'est plus terminal. On onserve don la déision x2 = 0, puis on teste
x1. À la �n du baktrak, on déduit que (∗, 0, ∗, 0) est un noeud terminal, onle stoke dans F et on repart dans une autre partie de l'espae de reherhe eninversant une déision, par exemple (∗, 1, ∗, 0). Comme e noeud est terminal,on l'utilise pour mettre à jour F . Ii, on peut remplaer les deux noeuds de
F par leur résolvante, en posant F = {(∗, ∗, ∗, 0)}. On repart de (∗, ∗, ∗, 1), onbranhe jusqu'au noeud terminal (0, 0, ∗, 1), puis on remonte jusque (∗, 0, ∗, 1).
F peut de nouveau être mis à jour par résolvante : F = {(∗, ∗, ∗, 0), (∗, 0, ∗, ∗)}.La reherhe reprend alors sur le noeud (∗, 1, ∗, 1) qui est terminal. Par résol-vante ave le seond noeud de F , on déduit que (∗, ∗, ∗, 1) est terminal, puis,ave le premier noeud, que (∗, ∗, ∗, ∗) est terminal. La reherhe s'arrête alorsprouvant qu'il n'existe pas de solution de valeur stritement inférieure à 1. Ii,resolution searh a exploré 14 noeuds, tandis qu'une PSE équivalente en auraitexploré 31 (la raine (∗, ∗, ∗, ∗), puis de (0, ∗, ∗, ∗) à (0, 1, 1, 1), puis de (1, ∗, ∗, ∗)à (1, 1, 1, 1)). De plus, en hoisissant un meilleur noeud de départ (par exemple
(∗, 0, ∗, 0)), la reherhe n'aurait évalué que 11 noeuds. À noter en�n que, danset exemple, après haque mise à jour, l'espae de reherhe éliminé par F aug-mente stritement, e qui n'est pas toujours le as.4 Résultats expérimentaux préliminairesNous avons implémenté la proédure de resolution searh telle que déritedans [4℄, pour le modèle linéaire en variables binaires, de Pritsker, présentés à lasetion 2. L'évaluation par défaut LBu est faite à haque noeud renontré u parla résolution du programme linéaire PLu : la relaxation ontinue du modèle, oùles variables de déision sont �xées à leur même valeur 0 ou 1 que dans le noeud
u. Le programme linéaire ontinu est résolu au moyen de Cplex. L'évaluationpar exès n'est pas alulée en haque noeud mais est égale à la valeur de lameilleure solution ourante. Avant d'exéuter resolution searh, un premier or-donnanement réalisable S est alulé par une heuristique. Nous avons utilisé iila proédure de reherhe tabou de Bruker et al. [1℄. Les intervalles [ESi, LSi]des dates possibles de début d'exéution des ativités sont aussi alulés par lesalgorithmes de Bellman-Forward et Bellman-Bakward, ne prenant en ompteque les ontraintes de préédene. Si ESn+1 = Sn+1, alors S est un ordonnane-ment optimal. Sinon, resolution searh est exéuté en partant du noeud terminal
S. Nos premiers résultats expérimentaux semblent en e�et indiquer qu'il est pluse�ae de partir d'une feuille plut�t que de la raine. Le hoix de la variable debranhement se fait sur la variable la plus frationnaire de la solution ourante.Ainsi, on améliore la méthode de Chvàtal en détetant plus t�t les solutionsentières du programme linéaire ontinu.Partant de e ode, il est faile d'implémenter une proédure d'énumérationimpliite ave les mêmes évaluations et le même shéma de branhement. Le ta-



6 Demassey, Gueye, Mihelon et Artiguesbleau 1 présente les résultats omparés de es deux proédures, resolution searh(RS, ligne 2) et énumération impliite (PSE, ligne 3) sur les 173 premières ins-tanes à 30 ativités de Kolish et al. [7℄, et dont la valeur optimale dépassestritement la borne du hemin ritique. La olonne 2 présente le nombre d'op-timaux prouvés dans la limite de 30 minutes ; olonnes 3 et 4, les temps CPUmoyen et max en seondes ; olonnes 5 et 6, les déviations moyenne et max parrapport à l'optimal ; olonne 7, le nombre moyen de noeuds parourus.Tab. 1. Résultats sur 173 instanes non-triviales de KSD30#opt CPU moy. CPU max. ∆ moy. ∆ max # noeudsRS 84 964 1800 2,92% 14,06% 157 434BB 52 1322 1800 3,31% 14,06% 184911À implémentation égale, RS est nettement plus performant que PSE puisqu'ilprouve l'optimalité pour 84 instanes, ontre 52 pour PSE, dans la limite des 1800seondes. En partiulier, resolution searh tire avantage de pouvoir débuter lareherhe d'une solution réalisable. L'existene de très bonnes heuristiques pourle RCPSP est d'ailleurs un atout à ette méthode. Bien sûr, es résultats sontbien en-deçà des résultats de la littérature, mais ils sont prometteurs quant auxapaités de resolution searh et nous enouragent à en développer une versionplus spéi�que, utilisant la struture du RCPSP.5 ConlusionNous montrons l'e�aité de resolution searh, une proédure originale derésolution exate, vis-à-vis d'une PSE lassique, sur une formulation linéaire envariables binaires du RCPSP. Au vu de la faiblesse des programmes linéaires,mais surtout de l'existene de méthodes arboresentes très perfetionnées pour leRCPSP, nous allons maintenant, dans un seond temps, tenter de nous inspirerde es proédures et d'intégrer leurs shémas de branhement dans des versionsplus élaborées de resolution searh. Nous nous intéressons en partiulier à troisPSE originales pour le RCPSP : l'une suivant un shéma hronologique (Demeu-lemeester et Herroelen [5℄), une autre basée sur les shémas d'ordonnanement(Bruker et al. [2℄) et en�n la méthode de Carlier et Latapie de rédution desintervalles des ativités [3℄. L'intégration de es méthodes à resolution searhprésente en fait trois di�ultés. La première est la représentation des noeudsde l'arbre de reherhe en veteurs 0-1 (évident pour [5℄ et [2℄, moins pour [3℄).Il s'agit aussi d'adapter la tehnique de branhement pour pouvoir branher àpartir de n'importe quel noeud de l'arbre (par exemple pour [5℄, le noeud uF ,onstruit à partir de la famille F dans resolution searh, ne représente pas né-essairement un ordonnanement partiel (hronologique) mais plut�t un ordon-
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