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optimisation linéaire

modèle d’optimisation mathématique
définition : programmemathématique

minimize f(x)
subject to g(x) ≤ 0

x ∈ Rn

minimiser oumaximiser sur des contraintes≤,≥ ou=,mais jamais> ou<

programme=planification (des opérationsmilitaires ou logistiques)

• x ∈ Rn : les n variables de décision
• f : Rn → R : la fonction objectif max f(x)≡ −min (−f)(x)

• g : Rn → Rm définitm contraintes g(x) ≤ 0 ≡ −g(x) ≥ 0 ≡ g(x) + s = 0, s ≥ 0

solutions : Rn

solutions réalisables : {x ∈ Rn : g(x) ≥ 0}
solution optimales : arg minx∈Rn{f(x) : g(x) ≥ 0}
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modèle d’optimisation linéaire

unprogrammemathématiqueminx∈Rn {f(x)|g(x) ≥ 0} avec f et g linéaires/affines :
f(x) = c⊤x, g(x) = Ax− b avec c ∈ Rn, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm.

définition : programme linéaire (PL)

min c⊤x

s.t. Ax ≥ b

x ∈ Rn

min
n∑

j=1

cjxj

s.t.
n∑

j=1

aijxj ≥ bi, ∀i = 1, . . . ,m

xj ∈ R ∀j = 1, . . . , n
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http://sofdem.github.io/


Résolution graphique

max 3x1 + 5x2

s.t. x1 ≤ 40

x2 ≤ 60

3x1 + 2x2 ≤ 180

x1, x2 ≥ 0

• contrainte linéaire = demi-plan deRn, solutions réalisables = polyèdre
• les solutions (x1, x2) de score p= le plan (ligne pointillée) 3x1 + 5x2 = p

• solution optimale = sommet du polyèdre sur la ligne pointillée la plus haute :
(x1 = 20, x2 = 60) avec p = 360

• algorithmedu simplexe : parcourt les sommets du polyèdre en suivant les arêtes
améliorantes. Complexité théorique exponentielle,mais rapide en pratique.
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ex : graphes et flots

Un réseau d’irrigation branché depuis une unique source (S) dessert 9 sous-réseaux
(A1 −A9) en passant par 3 points de distributions (H1 −H3)
Gérer l’irrigation pour :

• acheminer un débit (Di) en entrée de chaque sous-réseau (Ai),
• ne pas excéder la capacité (K) à la source,
• ne pas excéder les capacités des canalisations (Cℓ),
• minimiser les fuites : chaque canalisation ℓperdFℓ% du débit transporté
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ex : flot dans un graphe

• graphe= canalisations (arcs)
et jonctions (sommets)

• flot = débit eau
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ex : modèle linéaire

• xℓ débit entrant dans chaque canalisation ℓ = (i, j) ∈ L

• yℓ = (1− Fℓ%)xℓ débit sortant dans chaque canalisation ℓ = (i, j) ∈ L

• H = {H1,H2,H3},A = {A1, . . . , A9}

min
∑
ℓ∈L

Fℓ%xℓ

s.t.
∑
h∈H

x(S,h) ≤ K∑
h∈H

y(h,a) ≥ Da, ∀a ∈ A

y(S,h) =
∑
a∈A

x(h,a), ∀h ∈ H

yℓ = (1− Fℓ%)xℓ, ∀ℓ ∈ L

0 ≤ xℓ ≤ Cℓ, ∀ℓ ∈ L.

6



intérêt de la programmation linéaire

• nombreuses applications :
modèle direct de problèmes pratiques,
approximation de problèmes convexes,
base de problèmes non convexes ou logiques
(associés à des variables à valeur dansZ)

• facile à résoudre :
complexité polynomiale,
propriétés fortes (dualité),
algorithmes exacts efficaces,
implémentations disponibles
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optimisation combinatoire

modèle d’optimisation linéaire en nombres entiers

définition : programme linéaire ennombres entiers (PLNE)

min
n∑

j=1

cjxj

s.t.
n∑

j=1

aijxj ≥ bi, ∀i = 1, . . . ,m

xj ∈ R ∀j = 1, . . . , p

xj ∈ Z ∀j = p+ 1, . . . , n
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modéliser avec des variables entières

• décisions binaires : vrai/faux, on/off x ∈ {0, 1}
• décisions discrètes : compte z ∈ {0, 1, . . . , N}, niveau {10, 30, 60}, état {−1, 0, 1}
• conditions logiques : si x = 1 alors z = 0 : z ≤ N.(1− x)

• relations non-linéaires :
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modéliser des conditions logiques

condition example linéarisation
exclusion c faux ou vrai y ∈ {0, 1}
exclusion soit c1 soit c2 y1 + y2 = 1

disjonction c1 ou c2 y1 + y2 ≥ 1

implication si c1 alors c2 y2 ≥ y1
alternative 1 parmi n ∑n

i=1 yi = 1

compteur k parmi n ∑n
i=1 yi = k

borne aumoins k parmi n ∑n
i=1 yi ≥ k

borne au plus k parmin ∑n
i=1 yi ≤ k
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exercice : modéliser

extractiond’eau
décider de l’emplacement de pompes (toutes identiques) parmi un ensemble fini J
de candidats pourminimiser le coût total, étant donnés :

• le coût d’installationCj et le débitmoyenQj d’une pompe à l’emplacement j ∈ J

• les limitesminimaleQmin etmaximaleQmax du débitmoyen total d’extraction
• la limitemaximale de 3 pompes installées
• l’interdiction de placer 2 pompes simultanément aux emplacement j1 et j2.
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exercice : extraction de l’eau

• coûtCj , débitCj à l’emplacement j ∈ J

• débitminQmin etmaxQmax

• nombremax 3 pompes
• exclusion j1 et j2

• xj ∈ {0, 1} : pompe installée en j ∈ J ?
• minimisation du coût :∑j∈J Cjxj

• limites de débit :Qmin ≤
∑

j∈J Qjxj ≤ Qmax

• nombremax :∑j∈J xj ≤ 3

• exclusion : x1 + x2 ≤ 1
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exercice : modèle PLNE

min
∑
j∈J

Cjxj

s.t.
∑
j∈J

Qjxj ≥ Qmin

∑
j∈J

Qjxj ≤ Qmax

∑
j∈J

xj ≤ 3

x1 + x2 ≤ 1

xj ∈ {0, 1}, ∀j ∈ J
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exercice : modéliser

extractiond’eau (variante avec pompes individuelles)
les pompes sontmaintenant choisies parmi un ensemble finiK et :

• le coût d’investissementCk dépend uniquement de la pompe k ∈ K

• le débitmoyenQjk dépend de la pompe k ∈ K et de l’emplacement j ∈ J

xjk ∈ {0, 1} : pompe k ∈ K installée en j ∈ J ?
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exercice : modèle PLNE

xjk ∈ {0, 1} : pompe k ∈ K installée en j ∈ J ?

min
∑
j∈J

∑
k∈K

Ckxjk

s.t. Qmin ≤
∑
j∈J

∑
k∈K

Qjkxjk ≤ Qmax

∑
j∈J

xjk ≤ 1, ∀k ∈ K

∑
k∈K

xjk ≤ 1, ∀j ∈ J∑
k∈K

(x1k + x2k) ≤ 1

xjk ∈ {0, 1}, ∀j ∈ J, k ∈ K.
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modéliser des fonctions non-linéaires

set-up :
f(x) = ax+ by

ϵy ≤ x ≤ Uy

y ∈ {0, 1}

discret :
f(x) =

∑
i yifi∑

i iyi = x∑
i yi = 1

yi ∈ {0, 1} i = 0..n

morceaux :
f(x) =

∑
i λif(ai)∑

i aiλi = x∑
i λi = 1

λi ∈ [0, 1] i = 0..n

SOS2(λi)
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ex : approvisionnement
[Water Resources SystemsPlanning andManagement, Unesco 2005]
Pour satisfaire sa demande en eauQ, une industrie exploite, àmoindre coût, deux
forages dont le coût opérationnel varie en fonction de l’extraction : c = F (q).
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ex : approvisionnement

min ca + cb

s.t. qa + qb = Q

ci = Fi(qi), ∀i = a, b

0 ≤ qi ≤ Qi, ∀i = a, b
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ex : approvisionnement

linéarisation + coût de setup (vert
pointillé)

min ca + cb

s.t. qa + qb = Q

ca = 8xa +
40− 8

17
qa

cb = 15xb +
20− 15

10
qb

xa, xb ∈ {0, 1}
0 ≤ qi ≤ Qixi, ∀i = a, b
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ex : approvisionnement

linéarisation parmorceaux (rouge)

min ca + cb

s.t. qa + qb = Q

cij = Fi(j−1)xij +
F ′
ij − Fi(j−1)

Qij −Qi(j−1)
qij , ∀i, j

ci = ci1 + ci2 + ci3, ∀i = a, b

qi = qi1 + qi2 + qi3, ∀i = a, b

xi1 + xi2 + xi3 ≤ 1, ∀i = a, b

xij ∈ {0, 1}, ∀i = a, b, j = 1, 2, 3

0 ≤ qij ≤ (Qij −Qi(j−1))xij , ∀i = a, b
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résolution de PL

• La PL est une formeparmi les plus simples (convexe, différentiable) de
l’optimisation numérique sous contraintes et de nombreux algorithmes (exacts
ou approchés) s’appliquent

• les solveurs de PL (gurobi, cplex, glpk, mosek...) sont des logiciels
intégrant des implémentations sophistiquées et efficaces d’algorithmes exacts
dédiés tels que les algorithmes du simplexe, ou des points intérieurs

• aucun algorithmeà implémenter alors, il suffit de rassembler les donnéesA, b, c

et de spécifier lemodèle
• entrée PL : format texte (lp), langage demodélisation (gams, ampl),
bibliothèque (pyomo,matlab) ouAPI de solveurs
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solveur Gurobi et son API python

gurobi + python = gurobipy

• Gurobi est un solveur commercial, disponible gratuitement pour les étudiants et
académiques

• une version de gurobipy limitée à de petitsmodèles est exécutable sur Google
Colab

• des exemples de code de Jupyter Notebook sont disponibles,modifiables et
exécutables :

https://www.gurobi.com/jupyter_models/
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ex : dimensionnement de canalisation

max
∑
p

FLOWp ∗ diamp

s.t.
∑
p

COSTp ∗ diamp ≤ BUDGET

0 ≤ diamp ≤ MAXDIAMp, ∀p.

import gurobipy as gp
from gurobipy import GRB
pipe = [’C1’,’C2’]
MAXDIAM = [40, 60], BUDGET = 180
COST = [3, 2], FLOW = [3, 5]
model = gp.Model(’Canalisation’)
diam = m.addVars(pipe, ub=MAXDIAM, vtype=”GRB.CONTINUOUS”)
costdiam = LinExpr(COST, diam.values())
ctbudget = m.addConstr(costdiam <= BUDGET)
flowdiam = LinExpr(FLOW, diam.values())
m.setObjective(flowdiam, GRB.MAXIMIZE)
m.optimize()
m.display()
res = {’obj’: m.objVal, ’time’: m.runtime}
print(res)
xdict = {c: diam[c].x for c in pipe}
print(f”diametres a installer: {xdict}”)
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ex : implémentation

• le programme linéaire de l’exercice de traitement des eaux usés, en le résolvant
plusieurs fois pour différentes valeurs de budget

• le programme linéaire en nombres entiers de l’exercice d’extraction, en générant
les données demanière aléatoire commepar exemple ci-dessous :
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algorithmes d’optimisation

simulation : évalue la faisabilité et le score d’une solution
heuristique : parcourt et évalueprogressivementquelques solutions
optimisation : parcourt et évalue (implicitement) toutes les solutions

2principes
• generate& test
• divide& conquer
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https://www.gurobi.com/jupyter_models/


generate & test

méthodes numériques et black-box
1. évalue un candidat, 2. choix du prochain candidat

guess xk f(xk) stop?
k = 0

simulate

direction/step?
k ++

stratégies de choix : aléatoire, énumération, proximité, direction de descente,...
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generate & test : exemples

stratégies de choix : aléatoire, énumération, proximité, direction de descente,...

• méthodes du 1er ordre (gradient, simplex) : direction de descente f ′(x) < 0

• recherche locale : choix dumeilleur voisin
• algorithmesparticulaires (fourmis) :mémoire collective
• algorithmes évolutionnaires (génétique) : reproduction d’une population
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divide & conquer
principe

• séparer l’espace de recherche
• résoudre une relaxation / estimer borne
• backtracker ou continuer

Pour un problèmedeminimisation :

• relaxation :modèle simplifié, rapide à optimiser, donne une borne inférieure
• une solution réalisable donne une borne supérieure
• certificat d’optimalité si les bornes coincident

28

divide & conquer : exemples

• heuristiquegloutonne : pas de backtrack
• algorithmesdegraphe, programmationdynamique
• méthodes arborescentes
• branch-and-bound en optimisation combinatoire
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