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Programme

décision, optimisation

optimisation combinatoire
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décision, optimisation

décision = optimisation

sélectionner lameilleuredes alternativespossibles– les solutions–
au regard d’un critère quantitatif – l’objectif.
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http://sofdem.github.io/hydroprotech/


problèmedécisionnel
Comment concevoir et piloterun système/processuspour répondre à unbesoin
dans les limites dupossible tout enmaximisant un score?

Optimiser

• identifier les alternatives possibles (solutions)
• attribuer un score quantifiant la valeur de chaque alternative
• trouver une alternative de plus haut score

optimisation

modèle représentation précise du système et du score pour évaluer
algorithme parcours rapide des alternatives à la recherche dumeilleur score
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modèles

La faisabilité et la valeur d’une décision sont observées sur unmodèle du
système/processus (non sur le système/processusmême)

5

modèle d’optimisation mathématique
définition : programmemathématique

minimize f(x)
subject to g(x) ≤ 0

x ∈ Rn

minimiser oumaximiser sur des contraintes≤,≥ ou=,mais jamais> ou<

programme=planification (des opérationsmilitaires ou logistiques)

• x ∈ Rn : les n variables de décision
• f : Rn → R : la fonction objectif max f(x)≡ −min (−f)(x)

• g : Rn → Rm définitm contraintes g(x) ≤ 0 ≡ −g(x) ≥ 0 ≡ g(x) + s = 0, s ≥ 0

solutions : Rn

solutions réalisables : {x ∈ Rn : g(x) ≥ 0}
solution optimales : arg minx∈Rn{f(x) : g(x) ≥ 0}
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modèle d’optimisation linéaire

unprogrammemathématiqueminx∈Rn {f(x)|g(x) ≥ 0} avec f et g linéaires/affines :
f(x) = c⊤x, g(x) = Ax− b avec c ∈ Rn, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm.

définition : programme linéaire (PL)

min c⊤x

s.t. Ax ≥ b

x ∈ Rn

min
n∑

j=1

cjxj

s.t.
n∑

j=1

aijxj ≥ bi, ∀i = 1, . . . ,m

xj ∈ R ∀j = 1, . . . , n
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exemple 1

max 3x1 + 5x2

s.t. x1 ≤ 40

x2 ≤ 60

3x1 + 2x2 ≤ 180

x1, x2 ≥ 0

• contrainte linéaire = demi-plan deRn, solutions réalisables = polyèdre
• les solutions (x1, x2) de score p= le plan (ligne pointillée) 3x1 + 5x2 = p

• solution optimale = sommet du polyèdre sur la ligne pointillée la plus haute :
(x1 = 20, x2 = 60) avec p = 360

• algorithmedu simplexe : parcourt les sommets du polyèdre en suivant les arêtes
améliorantes. Complexité théorique exponentielle,mais rapide en pratique.
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exercice 2 : modéliser

la DemandeBiochimique enO2 mesure la pollution de l’eau enmasse d’O2 requise pour
biodégrader lamatière organique présente dans l’eau

traitement de l’eau [Zhou, Sustainability 2019]
Par jour, deux usines produisent resp. 1200m3 (DBO=850mg/L) et 4000m3

(DBO = 400mg/L) d’eaux usées. Les systèmes de traitement respectifs ramènent 1
tonneDBOà 100kg et 50kg pour un coût de 400 et 500 euros. La part traitée est
rejetée dans la rivière dans la limite autorisée deDBO = 170kg. La part non traitée a
un coût d’évacuation de 0.56 et 0.25 euro parm3. Est-il possible de respecter la limite
environnemental dans un budget journalier de 1250 euros?
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gestion de la qualité de l’eau

• dairy : traitée : 1 tonne→ 100kgDBO=400euros,
évacuée : 0.56 euros/m3

• beverage : traitée : 1 tonne→ 50kgDBO=500euros,
évacuée : 0.25 euros/m3

• quel volumed’eau traiter pourminimiser DBOdans un
budget de 1250 euros?

• x1, x2 : volumes traités (enm3)
• eau usée évacués : volumes (enm3)? coût (en euros)?
• volumes : y1 = (1200− x1), y2 = (4000− x2), coût : 0.56 ∗ y1 + 0.25 ∗ y2
• eau traitée : DBOavant (en kg)? après (en kg)? coût (en euros)?
• avant : r1 = 850 ∗ x1 ∗ 10−3, r2 = 400 ∗ x2 ∗ 10−3, après : 10%r1 + 5%r2

• coût : 0.4 ∗ r1 + 0.5 ∗ r2
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exercice 2 : modèle PL

• Quel volumed’eau traiter pourminimiser DBOdans unbudget de 1250 euros? La
valeur DBOest-elle≤ 170kg?

• x1, x2 : volumes traités (m3)

min 0.1r1 + 0.05r2

s.t. 0.4r1 + 0.5r2 + 0.56(1200− x1) + 0.25(4000− x2) ≤ 1250

r1 = 0.85 ∗ x1
r2 = 0.4 ∗ x2
0 ≤ x1 ≤ 1200

0 ≤ x2 ≤ 4000
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précision & approximation
prendre une décision résoudre unmodèle

problème concret −→ modèle abstrait solve−→ solution théorique −→ décision pratique

résoudreunmodèle ̸= résoudre un problème
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résoudre : théorie vs pratique

modèle ̸=problème
• données incertaines (prédiction) et imprécises
(tronquées)

• dynamiques/fonctions simplifiées
• objectif conceptuel

résoudremin f(x) : g(x) ≤ 0?
• tolérance de faisabilité : g(x) ≤ ϵ

• tolérance d’optimalité : f(x) ≤ min f + ϵ

• optimum local vs global
• garantie théorique vs pratique : forte complexité,
convergence lente, temps limité

algorithmes variés pour
des besoins variés
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algorithmes d’optimisation

simulation : évalue la faisabilité et le score d’une solution
heuristique : parcourt et évalueprogressivementquelques solutions
optimisation : parcourt et évalue (implicitement) toutes les solutions

2principes
• generate& test
• divide& conquer
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generate & test

méthodes numériques et black-box
1. évalue un candidat, 2. choix du prochain candidat

guess xk f(xk) stop?
k = 0

simulate

direction/step?
k ++

stratégies de choix : aléatoire, énumération, proximité, direction de descente,...
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generate & test : exemples

stratégies de choix : aléatoire, énumération, proximité, direction de descente,...

• méthodes du 1er ordre (gradient, simplex) : direction de descente f ′(x) < 0

• recherche locale : choix dumeilleur voisin
• algorithmesparticulaires (fourmis) :mémoire collective
• algorithmes évolutionnaires (génétique) : reproduction d’une population
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divide & conquer
principe

• séparer l’espace de recherche
• résoudre une relaxation / estimer borne
• backtracker ou continuer

Pour un problèmedeminimisation :

• relaxation :modèle simplifié, rapide à optimiser, donne une borne inférieure
• une solution réalisable donne une borne supérieure
• certificat d’optimalité si les bornes coincident
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divide & conquer : exemples

• heuristiquegloutonne : pas de backtrack
• algorithmesdegraphe, programmationdynamique
• méthodes arborescentes
• branch-and-bound en optimisation combinatoire
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optimisation combinatoire



intérêt de la programmation linéaire

• nombreuses applications :
modèle direct de problèmes pratiques,
approximation de problèmes convexes,
base de problèmes non convexes ou logiques
(associés à des variables à valeur dansZ)

• facile à résoudre :
complexité polynomiale,
propriétés fortes (dualité),
algorithmes exacts efficaces,
implémentations disponibles
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modèle d’optimisation linéaire en nombres entiers

définition : programme linéaire ennombres entiers (PLNE)

min
n∑

j=1

cjxj

s.t.
n∑

j=1

aijxj ≥ bi, ∀i = 1, . . . ,m

xj ∈ R ∀j = 1, . . . , p

xj ∈ Z ∀j = p+ 1, . . . , n
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modéliser avec des variables discrètes

• décisions discrètes : on/off x ∈ {0, 1}, niveau z ∈ {0, 1, . . . , N}
• conditions logiques : z ≤ N(1− x)... si x = 1 alors z = 0

• fonctions non-linéaires :
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modéliser des conditions logiques

condition example linéarisation
exclusion c faux ou vrai y ∈ {0, 1}
exclusion soit c1 soit c2 y1 + y2 = 1

disjonction c1 ou c2 y1 + y2 ≥ 1

implication si c1 alors c2 y2 ≥ y1
alternative 1 parmi n ∑n

i=1 yi = 1

compteur k parmi n ∑n
i=1 yi = k

borne aumoins k parmi n ∑n
i=1 yi ≥ k

borne au plus k parmin ∑n
i=1 yi ≤ k

22



modéliser des fonctions non-linéaires

set-up :
f(x) = ax+ by

ϵy ≤ x ≤ Uy

y ∈ {0, 1}

discret :
f(x) =

∑
i yifi∑

i iyi = x∑
i yi = 1

yi ∈ {0, 1} i = 0..n

morceaux :
f(x) =

∑
i λif(ai)∑

i aiλi = x∑
i λi = 1

λi ∈ [0, 1] i = 0..n

SOS2(λi)

23

exercice 3 : modéliser

extractiond’eau
décider de l’emplacement de pompes (toutes identiques) parmi un ensemble fini J
de candidats pourminimiser le coût total, étant donnés :

• le coût d’installation cj et le débitmoyen qj d’une pompe à l’emplacement j ∈ J

• les limitesminimaleQmin etmaximaleQmax du débitmoyen total d’extraction
• la limitemaximale de 3 pompes installées
• l’interdiction de placer 2 pompes simultanément aux emplacement j1 et j2.
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exercice 3 : extraction de l’eau

• coût cj , débit qj à l’emplacement j ∈ J

• débitminQmin etmaxQmax

• nombremax 3 pompes
• exclusion j1 et j2

• xj ∈ {0, 1} : pompe installée en j ∈ J ?
• minimisation du coût :∑j∈J cjxj

• limites de débit :Qmin ≤
∑

j∈J qjxj ≤ Qmax

• nombremax :∑j∈J xj ≤ 3

• exclusion : x1 + x2 ≤ 1
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exercice 3 : modèle PLNE

min
∑
j∈J

cjxj

s.t.
∑
j∈J

qjxj ≥ Qmin

∑
j∈J

qjxj ≤ Qmax

∑
j∈J

xj ≤ 3

x1 + x2 ≤ 1

xj ∈ {0, 1}, ∀j ∈ J
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exercice 4 : modéliser

extractiond’eau (variante avec pompes individuelles)
les pompes sontmaintenant choisies parmi un ensemble finiK et :

• le coût d’investissement ck dépend uniquement de la pompe k ∈ K

• le débitmoyen qjk dépendde la pompe k ∈ K et de l’emplacement j ∈ J

xjk ∈ {0, 1} : pompe k ∈ K installée en j ∈ J ?
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exercice 4 : modèle PLNE

xjk ∈ {0, 1} : pompe k ∈ K installée en j ∈ J ?

min
∑
j∈J

∑
k∈K

ckxjk

s.t. Qmin ≤
∑
j∈J

∑
k∈K

qjkxjk ≤ Qmax

∑
j∈J

xjk ≤ 1, ∀k ∈ K

∑
k∈K

xjk ≤ 1, ∀j ∈ J∑
k∈K

(x1k + x2k) ≤ 1

xjk ∈ {0, 1}, ∀j ∈ J, k ∈ K.
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Exercice noté

En solo ou en binôme, implémentez :

• soit le programme linéaire de l’exercice 2 (traitement) en le résolvant plusieurs
fois pour différentes valeurs de budget

• soit le programme linéaire en nombres entiers de l’exercice 3 (extraction) en
générant les données demanière aléatoire commepar exemple ci-dessous :
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