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DECISION, OPTIMISATION

PROGRAMME

décision, optimisation

optimisation combinatoire

DECISION = OPTIMISATION

sélectionner la meilleure des alternatives possibles — les

auregard d’'un critére quantitatif — I


http://sofdem.github.io/hydroprotech/

MODELES

probléme décisionnel

Comment concevoir et piloter un systéme/processus pour répondre a un besoin
dans les limites du possible tout en maximisant un score?

La faisabilité et la valeur d’une décision sont observées sur un du
systeme/processus (non sur le systeme/processus méme)

Optimiser physical and virtual/numerical models
simulators: imperative "how" win® 34,
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représentation précise du systéme et du score pour évaluer

parcours rapide des alternatives a la recherche du meilleur score ! conceptual models

: _+ formulation: declarative "what"

MODELE D'OPTIMISATION MATHEMATIQUE MODELE D’OPTIMISATION LINEAIRE

définition:

un programme mathématique min,cg~ {f()|g(z) > 0} avec f et g linéaires/affines:
f(z)=cTx,g(x) = Az —bavecc € R*, A € R™*" b ¢ R™.

minimize f(x)
subjecttog(x) <0
z e R"

définition:

minimiser ou maximiser sur des contraintes <, > ou =, mais jamais > ou <

n
min Z CiT;
j=1

programme = planification (des opérations militaires ou logistiques) minc
- z € R™:lesnvariables de décision st Az >b sto> iz > b,
- f:R® — R:lafonction objectif max f(z)= —min (- f)(z) reR” =

- g:R™ — R™ définit m contraintes g(2) <0=—g(z) >0=g(x) +s=0,s >0 Sl

solutions: R"
solutions réalisables: {z € R™: g(z) > 0}
solutionoptimales: argmingern{f(z): g(z) > 0}
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- contrainte linéaire = demi-plan de R™, solutions réalisables = polyedre
- les solutions (z1, z2) de score p = le plan (ligne pointillée) 3z, + 5z, = p
- solution optimale = sommet du polyedre sur la ligne pointillée la plus haute :

EXERCICE 2 : MODELISER

la Demande Biochimique en O. mesure la pollution de I'eau en masse d’O, requise pour
biodégrader la matiere organique présente dans I'eau
traitement de I'eau

Par jour, deux usines produisent resp. 1200m?3 (DBO=850mg/ L) et 4000m?
(DBO = 400mg/L) d’eaux usées. Les systemes de traitement respectifs raménent 1

tonne DBO a 100kg et 50kg pour un colt de 400 et 500 euros. La part traitée est
rejetée dans lariviére dans la limite autorisée de DBO = 170kg. La part non traitée a
un co(it d’évacuation de 0.56 et 0.25 euro par m?. Est-il possible de respecter la limite
environnemental dans un budget journalier de 1250 euros ?

(z1 = 20,22 = 60) avecp = 360
- algorithme du simplexe : parcourt les sommets du polyedre en suivant les arétes
améliorantes. Complexité théorique exponentielle, mais rapide en pratique.

EXERCICE 2 : MODELE PL

- Quel volume d’eau traiter pour minimiser DBO dans un budget de 1250 euros? La
valeur DBO est-elle < 170kg ¢

- x1, 25 : volumes traités (m?)

GESTION DE LA DE L'EAU
il

- dairy: traitée: 1tonne — 100kg DBO = 400 euros,
évacuée : 0.56 euros/m?

- beverage : traitée: 1tonne — 50kg DBO = 500 euros,
évacuée: 0.25 euros/m?

lAnEL . S
- quel volume d’eau traiter pour minimiser DBO dans un

. ? :
budget de 1250 euros ¢ Min 0.171 + 0.05r

* @1, 27 : volumes traités (en m?) s.t. 0.4r1 + 0.5r5 4 0.56(1200 — z1) + 0.25(4000 — z5) < 1250

- eau usée évacués : volumes (en m3)? colt (en euros) ?

ry = 0.85 x a1
- volumes:y; = (1200 — z1),y2 = (4000 — z3), cOUt : 0.56 * y1 + 0.25 * yo ro = 0.4 % g
- eautraitée : DBO avant (en kg) ? aprés (en kg) ¢ colt (en euros) ? 0< 2y < 1200
cavant:r; = 850 o1 x 1073, ro = 400 x 2 * 1073, apres : 10%r; + 5%, 0 < 25 < 4000

- colt:0.4 %7 +0.5%ry



PRECISION & APPROXIM N

prendre une décision résoudre un modele
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ALGORITHMES D’OPTIMISATION

simulation: évalue la faisabilité et le score d’'une solution

heuristique : parcourt et évalue progressivement quelques solutions
optimisation: parcourt et évalue (implicitement) toutes les solutions

2 principes

generate & test

divide & conquer

RESOUDRE : THEORIE VS PRATIQUE

modéle # probléeme

- données incertaines (prédiction) et imprécises
(tronquées)

- dynamiques/fonctions simplifiées
- objectif conceptuel
résoudre min f(z) : g(x) < 0?
- tolérance de faisabilité: g(z) < ¢
- tolérance d’optimalité: f(z) < min f + ¢
- optimum local vs global

- garantie théorique vs pratique : forte complexité,
convergence lente, temps limité

..........

algorithmes variés pour
des besoins variés

GENERATE & TEST

méthodes numériques et black-box

1. évalue un candidat, 2. choix du prochain candidat

simulate

L

direction/step?

f(zr)

> stop?

stratégies de choix: aléatoire, énumération, proximité, direction de descente,...



GENERATE & TEST : EXEMPLES DIVIDE & CONQUER
principe
séparer 'espace de recherche

résoudre une relaxation / estimer borne

stratégies de choix: aléatoire, énumération, proximité, direction de descente,...
backtracker ou continuer

méthodes du 1er ordre (gradient, simplex) : direction de descente f'(z) < 0

- recherchelocale : choix du meilleur voisin
- algorithmes particulaires (fourmis) : mémoire collective
algorithmes évolutionnaires (génétique) : reproduction d’'une population

selection
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: : ; mutation crossover - unesolution réealisable donne une borne supérieure
certificat d’optimalité siles bornes coincident
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DIVIDE & CONQUER : EXEMPLES
- heuristique gloutonne : pas de backtrack
algorithmes de graphe, programmation dynamique
OPTIMISATION COMBINATOIRE

- méthodes arborescentes
branch-and-bound en optimisation combinatoire

-




INTERET DE LA PROGRAMMATION LINEAIRE

- nombreuses applications: définition:
modele direct de problemes pratiques,

\
approximation de problemes convexes, /N min 3" ¢;,
base de problemes non convexes ou logiques =1

MODELE D’OPTIMISATION LINEAIRE EN NOMBRES ENTIERS

n

s.t. Z(ILJ‘.I‘J‘ > b,

(associés a des variables a valeur dans Z)
- facilearésoudre:

complexité polynomiale,

propriétés fortes (dualité),

algorithmes exacts efficaces,

implémentations disponibles

MODELISER AVEC DES VARIABLES DISCRETES MODELISER DES CONDITIONS LOGIQUES

- décisions discrétes:on/off z € {0,1}, niveauz € {0,1,..., N} condition example linéarisation
- conditions logiques:z < N(1 — z)...siz = 1alorsz =0 exclusion cfauxouvrai y € {0,1}
- fonctions non-linéaires : exclusion soit ey soit e nty=1
e disjonction ¢10Ucy Y +y>1
V implication sicy alors ca Y2 > U1
alternative Lparmin Do @ =1l
’ compteur kparmin St yi=k
I I . . borne au moins k parmin S v >k

discrete setup piecewise linear borne au plus k parmin D1 Ui Sk
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MODELISER DES FONCTIONS NON-LINEAIRES EXERCICE 3 : MODELISER

extraction d’eau

décider de 'emplacement de pompes (toutes identiques) parmi un ensemble fini .J
de candidats pour minimiser le codit total, étant donnés :

5 discret: morceaux: - le colit d'installation ¢; et le débit moyen ¢; d’une pompe a 'emplacement j € J
set-up: f@) =3, vifi flz) =3, Nif(a) - les limites minimale Qmin et maximale @maz du débit moyen total d’extraction
f(z) =ax +by Y= 20N =T - lalimite maximale de 3 pompes installées

<z< = A= ; . . y
yszsUy iy =1 2 1. - Pinterdiction de placer 2 pompes simultanément aux emplacement j; et j».
y€{0,1} yi €{0,1}i=0.n A €[0,1]i=0.n
S0S52(\;)

23 24

EXERCICE 3 : EXTRACTION DE L'EAU EXERCICE 3 : MODELE PLNE

R aieis . S\ . .
- colit¢;,débit g; al'emplacementj € J min chxj
- débit min Qmin et max Qmazx jeJ
- nombre max 3 pompes s.t. qux]. > Qmin
- exclusion j; et j, jeJ
quzj < Qmazx
- x; €{0,1} : pompe installéeenj € J? jed
- minimisationdu colit: Y, ¢;x; ij <3
- limites de débit : Qmin < Z;‘e,] gjr; < Qmax JjeJ
- nombremax: Y, z; <3 Ty +a2 <1
- exclusion:az; + a9 <1 z; €{0,1}, VjeJ
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EXERCICE 4 : MODELISER EXERCICE 4 : MODELE PLNE

zjx € {0,1}: pompe k € K installéeenj € J?

min Z Z CLTjk

extraction d’eau (variante avec pompes individuelles) jeJ keK
les pompes sont maintenant choisies parmiun ensemble fini K et : s.t. Qmin < Z Z girre < Qmaz
- le colit d’investissement ¢, dépend uniquement de lapompe k € K e kek
- le débit moyen ¢;;, dépend de lapompe k € K et de 'emplacement j € J ijk <1, VkekK
. jeJ
xjr € {0,1}: pompek € K installéeenj € J? Z zjp <1, VjeJ
keK
D (@i +ax) <1
keK
z, €{0,1}, VjeJkekK.
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EXERCICE NOTE

Ensolo ou en bindme, implémentez :

- soit le programme linéaire de I'exercice 2 (traitement) en le résolvant plusieurs
fois pour différentes valeurs de budget
- soit le programme linéaire en nombres entiers de I’exercice 3 (extraction) en

générant les données de maniére aléatoire comme par exemple ci-dessous :
import random
import matplotlib.pyplot as plt

v Données du probleme

[7] random.seed(1)

nplaces = 10 # nombre d'emplacements potentiels
cost = [random.randint(5,25) for _ in range(nplaces)] # cout d'investissement

flow = [random.randint(100,300) for _ in range(nplaces)] # debit moyen

flowmin = 500

flowmax = 600

nmax = 3
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